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基于个体保护行为及人口流动网络的流行病传播模型
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摘 要 本文基于人口网络分析个体保护意识及人口流动对于传播过程的影响, 构建了考虑
个体保护意识及区域间人口流动的易感-感染-康复-易感 (SIRS) 流行病传播模型. 将个体保
护程度作为随机变量引入流行病模型, 并利用排队系统模型描述人口流动下的流行病传播过
程. 本文使用随机过程方法计算出易感个体、感染个体及康复个体数量的期望, 用于分析流
行病的发展情况. 实验结果表明, 个体保护意识能够降低个体感染概率, 某区域的人口输入
速率增大会导致感染个体数量增多, 验证了理论分析的正确性. 此外, 将该模型应用于现实
流行病数据, 得到了较好的拟合效果.
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Abstract In this paper, we analyze the effects of individual protection awareness and pop-
ulation movement on the transmission process based on population network and construct a
susceptible-infected-recovered-susceptible (SIRS) epidemic transmission model considering indi-
vidual protection awareness and interregional population mobility. The degree of individual
protection is introduced into the epidemic model as a random variable, and the queuing system
model is utilized to describe the epidemic transmission process under population mobility. The
expectations of the number of susceptible, infected, and recovered individuals are calculated us-
ing the stochastic process method to analyze the development of the epidemic. The simulation
results show that the awareness of individual protection can reduce the probability of individual
infection, and the increase of population input rate in a certain area will lead to an increase in
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the number of infected individuals, which verifies the correctness of the theorem. In addition,
the model is applied to the real epidemic data, showing a good fitting effect.

Keywords spreading dynamics; epidemic spreading; individual protective awareness; popula-
tion mobility

1 引言
流行病传播对人类健康和社会发展具有巨大影响, 从席卷欧洲的鼠疫, 到 SARS、西班牙大流感, 再

到 COVID-19疫情,人类一直在与流行病展开抗争. 探究流行病传播规律及其动力学对深入理解流行病
传播机制、预防与控制流行病具有重要现实意义. 随着对流行病的认识和关注日益增强, 各种流行病传
播的研究模型及方法相继提出.

20 世纪初, Kermack 和 Mckenrick 在研究黑死病传播规律时, 建立了易感态-感染态-移除态 (SIR)
仓室模型 [1], 之后又在此基础上提出了易感态-感染态-易感态 (SIS) 模型并将传播 “阈值” 这一概念扩
展至一般的仓室传染病模型 [2], 为后人研究流行病的传播机制奠定了基础. 由于流行病传播不仅依赖其
传染力, 还依赖于传播载体之间的接触方式, 因此刻画个体接触模式对于流行病建模具有重要作用, 复
杂网络的出现使流行病的研究得到了进一步的拓展, 其主要思想是将个体视为网络中的节点, 个体之间
的接触视为个体之间连边 [3], 以此将载体人群抽象为复杂网络. 基于复杂网络理论, Pastor-Satorras 和
Vespiginani 研究无标度网络上 SIS 传染病模型, 发现流行病传播阈值与网络的异质性密切相关 [4]. 随
后, 易感态-暴露态-感染态-移除态 (SEIR) 传播过程分别在具有多层网络 [5]、小世界网络 [6]、时序网

络 [7] 上被详细研究. 近年来, Wang 等人根据网络中节点关系的强度赋予每条边一个权重, 以研究加权
网络上流行病传播的动态特征 [8]. Sun 等人研究了与边权重有关的个体感染概率的传播过程 [9]. Miller
利用渗流理论研究随机正则图上的传播过程并发现基本再现数 (R0) 由于聚类的出现而减少 [10]. 阮中
远等人提出了集合种群模型来刻画流行病传播过程, 对流行病发展进行了预测 [11]. 范如国等人对于新
冠疫情提出了基于复杂网络的流行病传播模型, 并给出了拐点预测分析 [12]. 除了考虑流行病模型中各
种状态外, 个体或者群体在流行病传播中的行为也会对流行病传播过程产生重要影响, 因此个体行为在
流行病建模中受到了关注. Paarporn 等人提出了一个考虑流行病信息和流行病共同传播的 SIS 模型,
该模型中个体通过邻居节点接收局部信息同时通过广播接收全局信息 [13]. Moinet 等人引入指数因子描
述个体采取预防措施的意识, 并发现这有效地抑制了流行病传播水平 [14]. Kabir 等人在 SIR 模型基础
上建立了一个无意识态-有意识态 (Unaware-Aware) 信息传播模型, 并评估了个体对流行病有意识所产
生的效果 [15]. 桑茂盛等人结合 COVID-19 特征及防控措施, 建立了一个考虑状态转移参数的饱和特性
的模型来拟合流行病的传播趋势和揭示其传播机理 [16]. Dai 等人构建了三层网络更近一步地研究了流
行病、疫苗接种观点、流行病信息三者的共同传播过程 [17]. Li 等人考虑了个体戴口罩的行为, 综合考虑
了感染风险和戴口罩的成本对流行病的影响 [18]. Lacitignola 等人将疫情中个体意识记作关于时间的变
量, 研究了意识在流行病传播中的作用 [19].

对于流行病研究方法, 从最早的仓室模型, 发展到现如今利用物理、数学、计算机领域等各种研究
方法都被用于分析流行病传播过程. 根据网络的相邻矩阵骤冷平均场方法 [20]、马尔可夫链方法 [21] 和

N 交织方法 [22] 均被提出以研究网络上流行病传播阈值. Dong 等人还提出了图耦合隐马尔可夫模型来
研究个体层面的传播 [23]. 此外, 排队论也应用于网络中流行病传播中. Trapman 等人研究了流行病的
传播与 M/G/1 排队系统动力学之间的关系, 并重点研究了首次检测到流行病时 SIR 模型中的感染个
体数 [24]. 排队论也被应用于 SIS 和 SEIS 流行病模型中, 并依据排队论知识理论推导了基本再生数 [25].
Singh 引入马尔可夫排队网络来构造具有输入和输出转移率的流行病模型 [26]. 石耀霖等人基于排队论
提出了一种离散变量随机概率方法, 对疫情发展进行模拟和预测 [27]. Dike 等人提出了一个基于排队系
统的仓室模型研究埃博拉病毒传播 [28].
以上工作为流行病研究做出了重要贡献. 然而, 流行病模型仍面临一些问题. 个体保护意识的研究

对于流行病传播建模具有重要意义, 例如新冠疫情中民众自我防护意识阻止了流行病扩散, 对于衰退趋
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势及拐点均有重要作用 [29]. 且研究表明提高个体对于流行病风险的知识水平, 可以有效降低流行病传
播风险 [30]. 因此, 研究个体保护意识和行为和流行病传播的相互作用对于流行病的防控和预测具有重
要意义. 尽管已有研究考虑了个体对于流行病传播的意识 [15,17–19], 但其只被描述为一个简单的可变参
数, 忽略了个体之间对于流行病传播意识、观点以及面对流行病时的行为差异. 此外, 在大多数研究中,
流行病传播都基于静态网络研究, 而一个地区的人口网络总是随着复杂的现实因素而变化, 例如区域间
的人口流动. 因此,流行病传播的人口网络结构会发生变化,从而对流行病传播过程造成影响. 针对以上
问题, 本文提出了一种新型易感态-感染态-移除态-易感态 (SIRS) 流行病模型, 该模型能够描述具有差
异性的个体保护意识和区域间人口流动, 以更精准地描述流行病在人群中的传播动力学. 本文将分别从
个体角度和群体角度进行研究, 在个体模型中, 揭示个体保护行为以及人群接触模式对传播的影响. 在
群体模型中, 通过构造排队系统分析人口流动下各流行病状态的个体数量变化的过程. 此外, 本文将通
过数值仿真, 对理论模型及定理进行验证与应用.

本文剩余章节的组织结构如下: 第二节详细介绍了流行病传播模型及理论分析, 分别研究个体保护
行为以及人口流动对于流行病的影响, 并求解出流行病中各状态下的人数期望; 第三节通过仿真实验模
拟流行病传播过程, 对模型和定理进行验证, 并将理论模型应用到拟合现实流行病数据. 第四节对全文
进行总结并对未来工作进行展望.

2 流行病传播模型及理论分析
本节将对流行病传播进行建模并进行理论分析. 模型概括如下: 利用 SIRS 模型以及复杂网络理论

提出一个考虑个体保护行为和人口流动的流行病模型; 假设人口接触网络中每个节点代表一个个体, 两
个节点之间的连边表示个体之间的接触; 感染个体通过连边与易感个体接触, 从而流行病在整个网络中
传播开. 为描述流行病中个体保护行为, 本文将引入一个随机变量描述具有差异性的保护行为; 此外, 本
文将利用排队系统描述人口流动下的流行病传播过程, 刻画个体的输入输出以及在各个流行病状态间
的转换, 并求解各状态下的人数期望.

2.1 个体保护意识模型

本小节在经典的 SIRS 模型基础上, 引入个体保护度的概念来研究流行病中个体保护行为对流行病
传播的影响. 首先, 介绍 SIRS 模型: 假设个体有三个状态, 易感状态 (S), 感染状态 (I), 康复状态 (R).
S 是易感个体的数量, N 是个体总数, β 为感染率, γ 为康复率, α 为丧失免疫率. 感染个体以 βS/N 的

速率感染易感个体, 且以速率 γ 康复; 康复个体免受感染, 但此模型考虑免疫失效的过程, 康复个体以一
定速率 α 丧失免疫从而再次变为易感个体. 以上为 SIRS 模型的基本假设.
在 SIRS 模型基础上, 本文假设在流行病期间人们会以不同程度地减少与他人 (尤其是感染者) 的

接触来保护自己的安全. 因此, 引入个体保护度来描述流行病中个体采取保护行为以降低自己感染风险
这一情况. 由于现实生活中不同人面对流行病所采取防护措施程度不同, 因此定义个体保护都为非负随
机变量. 大部分人群具有中等保护意识, 小部分具有极高或极低的保护意识, 当个体保护意识程度为 0
时, 个体不具有保护意识, 反之, 个体具有极高的保护意识. 因此个体保护度具有正态性. 此外, 又由于
个体保护度大于等于 0, 因此用泊松分布近似正态分布以描述个体保护度. 定义个体保护度是服从泊松
分布的非负变量, 见定义 1.
定义 1 令连续性随机变量 U 表示个体保护度, 其服从参数为 µ 的泊松分布, 记作:

U ∼ P (µ). (1)

在现实生活中, 个体的自我保护程度越高, 说明该个体越可能避免与感染个体接触, 即在网络中断
开与感染邻居的连边的概率就越高, 即该个体的感染邻居减少. 定义仍与该个体连接并可以传染该个体
的邻居数成为有效邻居数. 由于个体保护度与有效邻居数成负相关, 保护度越高的个体越有可能和其感
染邻居断开接触, 即与其真正接触的有效邻居越少. 又由于有效率的范围为 0 到 1 之间, 由此将个体保
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护度通过 e−u 的函数映射为感染邻居有效率, 其表示为:

f = e−u. (2)

假设 ρj(n) 是个体 j 在第 n 时间步的总感染邻居数, 则其有效感染邻居数 dj(n) 表示为:

dj(n) = f · ρj(n). (3)

基于马尔可夫链方法, 接下来推导流行病传播模型的转移概率. 任意个体的状态可被视为马尔可夫
链 {Xn, n = 0, 1, 2}, 其中整数 0, 1, 2 分别表示易感状态、感染状态和康复状态. 定义感染者转变为康
复状态的概率为 γ, 从康复状态转移到易感状态的概率为 α. 假设流行病传播起始只有一个个体被感染,
其余所有个体都是易感个体. 那么第一个感染者的初始状态为 π0 = (0, 1, 0), 所有易感个体的初始状态
均为 π0 = (1, 0, 0). 在转换过程中, 对于每个个体, 从感染状态到康复状态的转换概率写作 P1,2 = γ, 从
康复状态到易感状态的转换概率写作 P2,0 = α. 个体从易感状态到感染状态的概率不再是固定的参数,
而与个体和感染邻居密度有关, 由此, 对于个体 j 从易感状态到感染状态的概率写作:

P0,1 = 1− (1− β)f ·ρj(n). (4)

以上过程可见图 1. 将第 n 时间步时个体的感染邻居数记作 dj , 则有 dj(n) = kjρj(n). 根据以上假
设, 定义个体状态的转移矩阵如下.

0 1 0 0 0 Nk1
(t) Nk1

(t+ 1)

1 0 0 0 0 Nk2
(t) Nk2

(t+ 1)
...

0 kmax 0 0 k∆
max Nkn

(t) Nkn
(t+ 1)

 . (5)

定义 2 基于个体保护度的 SIRS 流行病模型中个体 j 在第 n 时间步三种状态的转移矩阵为:

Pj(n) =

(1− β)dj(n) 1− (1− β)dj(n) 0

0 1− γ γ

α 0 1− α

 . (6)

根据定义 2, 且已知个体在初始时刻的状态 π0 和任意时间步的转移矩阵, 则个体在第 n+1 时间步

的状态 πn+1 的迭代公式为:

πn+1 = π0Pj(0)Pj(1) · · ·Pj(n) = πnPn+1. (7)

由转移矩阵可知, 个体的有效感染邻居数 dj(n) 是影响该个体感染概率的关键因素, 即一个个体的
受感染邻居的数量与其个体保护度有关, 个体保护度越大, 感染概率越小. 将整个网络上第 n 时间步时

的感染者密度记作 ρ(n), 数值在 0 和 1 之间, 记 kj 为个体 j 的邻居的数量, dj(n) 的期望表示为:

E[dj(n)] = fkjρ(n), (8)

易感态
（S）

感染态
（I）

恢复态
（R）

𝛼𝛼

𝛾𝛾1 − (1− 𝛽𝛽)𝑑𝑑(𝑛𝑛)

(1 − 𝛽𝛽)𝑑𝑑(𝑛𝑛) 1 − 𝛼𝛼1 − 𝛾𝛾

图 1 SIRS 模型三种状态的转换示例
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根据公式 (8) 可知, 若一个个体的度数越大, 则个体可能连接到的感染邻居就越多, 其被感染的概率
越大.

2.2 基于排队系统的人口流动流行病模型

本小节主要介绍人口流动下流行病传播模型. 由于地区的人口是持续流动的, 个体可能会进入或者
离开该地, 在流行病期间, 个体可以看作在易感、感染和康复状态之间转换. 因此, 将一个地点 (例如一
个省或一个城市等) 看作一个由三个排队系统组成的开马尔可夫排队网络, 三个流行病状态 (S, I, R) 是
三个子排队系统. 在每个子系统中, 个体正在接受服务表示他们正处于这个状态. 例如, 某个体在 I 服
务中心接收服务表示该个体处于感染状态. 对每个状态排队系统进行分析, 个体从 S 状态变为 I 状态以
排队系统的角度可以解释为个体从 S 子系统结束服务, 随后到达 I 子系统. 同理, 个体从 I 状态变为 R
状态可以表示为个体从 I 子系统结束服务, 从而到达 R 服务中心; 个体从 R 状态变为 S 状态可以表示
为个体从 R 服务中心结束服务, 从而到达 S 服务中心. 对于人口流动, 由于流行病爆发期间对于感染者
跨地区出行会进行一定限制, 因此, 假设某地区的输入人口均为易感个体, 即外界到来的新个体直接进
入 S 子系统, 而不进入 I 或者 R 子系统. 又由于流行病期间易感者和感染者外出流动的概率较小, 因此
假设某地区的输出均为康复个体, 排队网络的输出为一定比例 1− p 的康复个体以一定概率离开该排队

网络. 以上过程如图 2 所示. λ 为人口输入速率, β 为感染速率, γ 为康复速率, µ 为个体离开 R 状态的
速率, 离开 R 状态的一部分个体重新进入 S 状态, 该部分个体以 α = µp 的速率丧失免疫, 另一部分个
体离开系统, 即人口输出速率为 µ(1− p). 接下来, 对该排队网络的各个部分做详细介绍.

1) 输入和输出: 来自系统外部的个体仅能到达 S 子系统, 这一过程被视为参数为 λ 的泊松过程. 系
统的输出源于 R 子系统的一部分 (比例为 1− p) 个体离开 R 并离开系统, 该过程为参数为 µ(1− p) 泊

松过程.
2) 子系统转换机制: S 子系统的输入有两个来源, 一是系统外部个体输入, 二是部分康复个体离开

R 子系统并进入 S 子系统, 以上两个过程均为泊松过程, 因此 S 子系统的输入为复合泊松流. I 子系统
的输入速率与 I 子系统当前的个体数量有关, 处于 I 子系统的个体越多 (感染个体越多), 易感个体越容
易变为感染个体, 该输入过程是非齐次泊松过程, 即排队系统输入速率与排队长度相关. 由于感染个体
会变为康复个体, R 子系统的输入为 I 子系统的输出.

3) 服务机制: S, I, R 三个子系统的服务器都是可以容纳无穷多个个体且并排运行的服务器. 每个
个体的服务时间在三个子系统中都是独立同分布的. 三个子系统的服务时间具体如下: 个体在 S 的服
务时间为指数分布, 服务速率与 I 系统中的个体数量有关. 个体在 I 系统中的接受服务时间服从参数为
γ 的指数分布, 个体在 R 系统中的接受服务时间同样服从参数为 µ 的指数分布.

4) 排队规则: 个体一旦到达任意子系统均直接接受服务, 等待时间忽略不计.
在上述机制中, 当一个个体从外部进入系统时, 其直接到达 S 服务中心, 然后可能留在 S 子系统或

转移到 I 子系统. I 子系统中的个体可能转到 R 子系统. 个体在 R 子系统时有两种选择, 离开系统或再
次返回 S. 感染个体的康复是随机发生的, 因此, 从 I 到 R 子系统是泊松流. 个体丧失免疫概率相对较

… … …
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图 2 人口流动下的 SIRS 流行病传播的排队网络示意图
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小, 因此该泊松流具有较小速率.
下面将分析流行病传播的底层网络, 节点表示个体, 节点之间的边表示个体之间的接触. 本文从网

络的角度解释个体进入和离开某地的过程, 一个地区的初始人口网络可以被视为一个小世界网络, 人口
流动使得该网络具有动态性, 具体网络设置如下所示:

1) 网络初始化: 给定初始网络是 WS 小世界网络, 该网络有由初始尺度 n0、WS 小世界网络参数
为初始邻居的数量 k 和重新连接概率 p.

2) 连接断开机制: 人口流入或流出某地区对应于网络中节点的到达和离开过程. 任意新到达的节
点会随机连接到网络中 m 个已有节点. 假设网络中的节点是随机分布的, 对于网络中的任何节点, 连接
新节点概率等于 1/n, 其中 n 是网络中节点的总数. 个体离开的过程即为节点断开其所有连边并离开
网络.

3) 终止设置: 演化终止时间 T 设置足够大以使网络达到平稳状态. 时间达到 T , 网络结束演化.
基于以上模型和假设, 接下来将对三个流行病状态的个体数量进行理论分析.

2.3 基于马尔可夫链的各流行病状态人数分析

由于任意个体下一时刻的状态不会受到之前时刻状态的影响, 而是受到当前时刻的感染风险或康
复因素的影响, 该过程符合马尔可夫过程的假设. 因此, 本文将各个状态的个体数看作连续时间的马尔
可夫链, 记作 {S(t), t ≥ 0}, {I(t), t ≥ 0}, {R(t), t ≥ 0}. 对于三种流行病状态的马尔可夫链, 下一时刻
处于某状态的个体数仅与当前时刻该状态的个体数有关, 而与过去任意时刻个体数无关, 用概率表示为
P{I(t+ h) = j|I(t) = i, I(u) = i(u), 0 ≤ u < t} = P{I(t+ h) = j|I(t) = i}, 将 P{I(t+ h) = j|I(t) = i}
简写为 P I

i,j(t, h), 表示 I 状态下的个体数从时间 t 时为 i 到时间 t + h 变为 j 的概率. 此外, 底层网络
设定为具有同质性的小世界网络, 网络的平均度为 k. 定理 1 给出三种状态的个体数的转移概率公式.
定理 1 人口流动下 SIRS 流行病传播中易感个体数 {S(t), t ≥ 0}, 感染个体数 {I(t), t ≥ 0}, 康复

个体数 {R(t), t ≥ 0} 的转移概率分别为:

pS
ij(t, h) =


[λ+ r(t)pα]h+ o(h), j = i+ 1,

s(t)i(t) < k > βh+ o(h), j = i− 1,

o(h), ∥j − i∥ ≥ 2,

(9)

pI
ij(t, h) =


s(t)i(t) < k > βh+ o(h), j = i+ 1,

i(t)γh+ o(h), j = i− 1,

o(t), ∥j − i∥ ≥ 2,

(10)

pR
ij(t, h) =


i(t)γh+ o(h), j = i+ 1,

r(t)αh+ o(h), j = i− 1,

o(h), ∥j − i∥ ≥ 2,

(11)

证明 S系统的输入由两部分组成, 一是新个体输入系统的泊松流, 而是处于 R状态的个体从 R流
向到 S, 首先一个新个体从系统外部输入到 S 的概率是 λhe−λh, R 中的一个个体离开 R 并进入 S 的概
率是:

r(t)∑
m=1

(e−pαh)r(t)−1 · (1− e−pαh) = r(t)pαh+ o(h), (12)

S 系统中有一个个体到达有两种可能, 即新个体从外部到达 S 或者 R 中一个体到达 S. 因此, 根据泰勒
公式, S 系统进入了一个新个体的概率为:

P S
in = (e−λt + o(h)) · (r(t)pαh+ o(h)) + λhe−λh · (e−αh)r(t)
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= [1− λh+ o(h)][r(t)pαh+ o(h)] + λh[1− λh+ o(h)] · [1− pαh]

= [λ+ pr(t)α]h. (13)

S 系统中个体未完成服务的概率为 e−i(t)<k>βh. 此外, n 个节点到达 S 而刚好有 n− 1 个节点离开

的概率为 o(h). S 增加 1 的概率为有 1 个个体到达 S 而 S 中没有个体结束服务并离开, 表示为:

pS
i,i+1 = (λ+ r(t)pα)he−(λ+r(t)pα)h · e−i(t)<k>βh + o(h)

= (λ+ r(t)pα)h[1− (λ+ r(t)pα+ i(t) < k > β)h+ o(h)]

= (λ+ r(t)pα)h+ o(h). (14)

同理, 在 h 时间间隔内没有个体到达 S 的概率为 e−(λ+r(t)α)h, S 中任意一个个体结束服务离开 S
的概率为:

P S
out =

s(t)∑
m=1

(e−i(t)<k>βh)s(t)−1 · (1− eik(t) < k > βh) = 1− ei(t)<k>βh. (15)

n− 1 个节点离开 S 而刚好有 n 个节点到达 S 的概率为 o(h), S(t) 减少 1 的概率为有 1 个个体离
开 S 而没有个体到达 S, 表示为:

pS
i,i−1 = e−(λ+r(t)α)h(1− ei(t)<k>βh) + o(h) = s(t)i(t) < k > βh+ o(h). (16)

根据概率的完备性, S(t) 不增不减的概率为:

pS
i,i = 1− [λ+ r(t)α+ s(t)i(t) < k > β]h+ o(h). (17)

由公式 (14) 和 (17) 可证得公式 (9).
I(t) 的输入为 S(t) 的输出, 即有一个个体到达 I 的概率为一个个体离开 S 的概率 s(t)i(t) < k >

βh+ o(h). 在 h 时间间隔内 I 中没有个体结束服务并离开 I 的概率为 e−γh = 1− γh+ o(h). 因此, I(t)
增加 1 的概率为有 1 个个体到达 I 而 I 中没有个体结束服务并离开表示为:

pI
i,i+1 = [s(t)i(t) < k > βh+ o(h)][1− γh+ o(h)] = s(t)i(t) < k > βh. (18)

一个个体结束服务离开 I 的概率为:
i(t)∑
m=1

(eγh)i(t)−1 · (1− eγh) = i(t)γh+ o(h). (19)

在 h时间间隔内没有个体到达 I的概率即该时间间隔内没有个体离开 S的概率,表示为 e−i(t)<k>βh.
减少 1 的概率为有 1 个个体离开 I 而没有个体到达 I, 表示为:

pI
i,i−1 = [i(t)γh+ o(h)]e−i(t)<k>βh

= [i(t)γh+ o(h)][1− i(t) < k > βh+ o(h)]

= i(t)γh+ o(h). (20)

由公式 (18) 和 (20) 可证得公式 (10). 同理可得 R(t) 的转移概率公式.
证毕.
定理 1 展示了三个流行病状态下个体数增减概率公式, 在马尔可夫链中也称为转移概率. 基于此,

下面将推导各状态个体数的期望.
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定理 2 人口流动下 SIRS 流行病传播中易感个体数 S(t), 感染个体数 I(t), 康复个体数 R(t) 的期

望分别记作 E[S], E[I], E[R], 表示为: 

E[S] = γ

β < k >
,

E[I] = λ

γ(1− p)
,

E[R] =
λ

α(1− p)
.

(21)

证明 当过程处于静止状态时, 状态的输入速率和输出速率相等. 根据定理 1, 可以得到以下平衡
方程: 

λ+ pαE[R] = E[S]E[I]β < k >,

E[S]E[I]β < k >= γE[I],

γE[I] = αE[R].

(22)

求解公式 (21), 可得 E[S] = γ
β<k>

, E[I] = λ
γ(1−p)

, E[R] = λ
α(1−p)

.
证毕.
定理 1 和定理 2 揭示了三个状态个体数量规模变化机制. 基于以上理论模型, 本文接下来将进行数

值仿真实验对模型的正确性和有效性进行验证.

3 仿真实验与分析
本节将对提出的模型进行仿真实验, 模拟流行病传播过程, 在 3.1 小节中, 将根据个体模型模拟个

体在各个流行病状态之间的转换, 并分析个体保护度对个体感染概率的影响, 以及感染概率与网络平均
度之间的关系. 在 3.2 小节中, 将基于人口流动下的流行病传播模型展示各个状态的个体数量及个体数
量的平稳分布. 在 3.3 小节中, 将理论模型应用于实际的流行病数据, 拟合感染人数随时间的变化趋势.
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图 3 人口网络随时间演化的平均度变化图

在分析流行病传播过程前, 首先, 对传播的
底层网络进行分析. 由于模型中具有人口流动,
因此底层网络是动态的, 随时间不断演化. 新到
达的个体与网络中已有个体产生连边, 离开的
与其所有邻居断开连边, 因此网络中的节点数
量和总度数量一直在发生改变. 设置初始网络
为 WS 小世界网络, 初始每个个体左侧和右侧
分别连接 2 个邻居, 重连概率为 0.7. 设置观
察时间为 t = 1000, 观察网络平均度分布随时
间的变化, 如图 3 所示, 网络平均度 < k > 值

在 5 上下小范围浮动, 最小值约 4.70, 最大值约
5.05, 虚线表示对每一个观测的度值四舍五入取
整后的值 [< k >]. 实验结果表明人口输入和输
出对于网络的平均度基本没有影响.

3.1 个体保护度对感染概率的影响

本小节将展示个体保护意识对个体被感染概率的影响. 在流行病传播中, 感染概率与感染率 β、康

复率 γ、失免疫率 α、个体保护度 U 决定以及人口接触密集程度有关, 人口接触密集程度用人口网络的
平均度 k 表示. 在本文所提出的模型中, 个体感染的平稳概率即为一个个体处于 S, I, R 三种状态的极
限概率, 也是个体感染比例. 在本小节实验中, 主要分析个体保护度和网络平均度对于个体的感染概率
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的影响, 通过改变个体保护度服从的泊松分布参数 µ 值, 以及底层人口网络的平均度 k, 分析个体保护
意识及人口接触密集程度对于流行病传播的影响.
设定底层的人口接触网络为 WS 小世界网络, 小世界网络的度分布遵循泊松分布, 是同质网络. 此

外, WS 小世界网络的平均路径长度较短, 聚类系数较高, 符合人群关系和接触的结构, 因此本文选取其
作为某地区的人口接触网络. WS 小世界网络是通过随机重新连接常规网络来构建的, 其中每个个体在
左侧和右侧都有 l 个邻居. 在实验中, 网络由 Python 中的 Networkx 包对网络进行初始化, 其中网络
的规模设置为 1000, 每个个体分别连接到左侧和右侧的 2 个邻居, 重连概率为 0.5. 此外, 使用 Python
中的泊松随机数函数来生成个体保护度, 设置个体保护度所服从的泊松分布参数 µ 分别为 1, 2, 3, 并将
其与没有设置个体保护度的流行病传播过程进行比较. 终止时间设置为 1500, 该时间足够长以使整个
流行病传播过程达到平稳. 随着时间的推移, 当传播过程达到平稳以后, 记录每个时间步下每个个体的
状态 (S, I 或者 R). 最终, 计算个体处于 I 状态的频率的平均值, 由于个体数量及时间步数足够大, 根据
伯努利大数定律, 该平均值即可看作个体感染的概率 (比例), 利用个体感染的概率评估流行病风险水平,
个体感染的概率越大, 说明流行病风险水平越高.
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图 4 不同保护度下个体感染概率随网络平均度变化图

本文研究具有不同平均度的网络下个体

感染率, 重点研究度值为 5 到 14 之间的感染
率平均值, 并分别做出没有个体保护度和不同
个体保护度下的感染概率随网络平均度的对

比图, 如图 4 所示. 圆圈曲线表示在没有保护
程度的情况下个体的感染概率, 该曲线位于其
它三条线之上, 说明在没有个体保护度的传播
过程中, 个体的感染概率比有个体保护度的高.
此外, 比较三个具有个体保护度但程度不同的
传播过程, 三角曲线、方块曲线以及十字曲线
分别代表是参数为 1, 2, 3 的个体保护度下的
情况. 整体来看, 个体保护度服从的参数为 2
时的感染概率高于其服从参数为 3 时的感染
概率, 低于个体保护度服从参数为 1 时的感染
概率, 这说明个体保护度所服从的泊松分布的参数越大, 个体的感染概率越小. 总体来说, 个体保护度的
存在对流行病传播具有抑制作用, 有利于降低被感染的风险, 且群众保护意识越强, 被感染的风险越小.
此外, 四条线均具有上升趋势, 这表明随着网络平均度值的增加, 即底层人口接触越密集, 个体的感染概
率越高. 根据实验结果, 个体保护意识的提高能够有效降低感染风险. 因此, 有关部门应在疫情中发挥
主动作用, 通过例如大众媒体等各种渠道发布流行病防控知识, 使民众充分了解疫情信息, 从而提高民
众防范保护意识. 此外, 根据底层人口接触越密集, 个体的感染概率越高的实验结果, 有关部门还应通过
采取措施并呼吁民众减少聚集, 从而降低自身感染风险, 降低流行病传播速度.

3.2 各流行病状态下的个体数量及其平稳分布

本小节将模拟流行病传播排队网络的三种流行病状态下的个体数量及其平稳分布. 首先展示三种
状态个体数量随时间的变化趋势,接着观察并分析不同参数下三种状态的个体数量分布. 在仿真实验中,
本文用 np.random.exponential() 函数生成时间间隔, 即个体在各个流行病状态的停留时间. 每当有事
件发生时 (有个体输入、输出、感染、康复或者失去免疫), 更新个体数量 S(t), I(t) 和 R(t).

3.2.1 三种状态的个体数量

本小节的实验仍设置底层网络为 WS 小世界网络, 设置网络的初始规模为 1000, 最近邻居数量为
4, 重连概率为 0.7. 流行病传播过程由 λ, β, γ, α, p 五个参数决定. 设置起始时刻仅有一个个体是感
染的, 其余个体均为易感个体. 实验终止时间设置为 4000, 时间足够长使得传播过程达到平稳. 三种状
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态个体数量随时间变化如图 5 所示, 曲线表示易感状态 S 的个体数量随时间变化, 曲线表示感染状态 I
个体数量, 曲线表示康复个体数量. 可见, 三种状态下的个体数量均最终趋于平稳, 即在足够长的一段时
间后在某个值附近波动. 由图 5 所有子图可见, 易感个体数量减少, 而感染和康复的个体数量缓慢增长.
在时间 t = 2000 之后, 三个状态的个体数量均达到平稳, 仅在某一值上下小范围浮动. 图 5(a) 的参数
设置为 λ = 3, β = 0.0001, γ = 0.7, α = 0.8, p = 0.995, 该组参数为初始参数, 随后的子图均在此组参数
上对各参数的值分别作调整. 图 5(a) 中 S, I, R 三种状态的个人数量最终分别在 200, 850 和 750 浮动.
图 5(b) 中设置 R 子系统输出率 α 设为图 5(a) 的两倍, 即 α = 1.6, 其它参数与图 5(a) 相同. 可以

看到, R 个体数量在 400 左右波动, 大约是图 5(a) 中数量的一半, 说明 α 的升高会导致康复个体数量减

少. 图 5(3) 设置人口输入速率为图 5(a) 的一半, 即 λ = 1.5. 在此参数下, 感染个体和康复个体数量分
别在 450至 400之间波动,这两类状态下的个体数量相比图 5(a)中的个数减少一半,说明人口输入率 λ

的减少会导致感染个体和康复个体数量减少. 在图 5(d) 中, 易感个体最终平稳后的数量相对于图 5(a)
减半, 图 5(e) 中易感个体数量相比于图 5(a) 增加了一倍, 到 300 以上, 感染个体数量减少至 400, 相比
图 5(a) 减少了一半, 说明康复率 γ 的升高导致感染个体数量减少. 图 5(f) 中参数设置相比于图 5(a) 将
丧失免疫比例 p 减少为 0.9, 说明从 R 状态流出的个体中丧失免疫个体的比例增加, 从图中可以看到感
染个体和康复个体的数量均减半, 在 400 左右波动. 此外, 图 5(b)(c) 和 (f) 中的易感个体数与图 5(a)
中的数量相同, 说明 S 状态个体数量与参数 α, λ, p 无关. 图 5(b) 和 (d) 中的感染个体数量与图 5(a)
中的相同, 说明 α 和 β 对感染个体数量没有影响. 图 5(d) 和 (e) 中康复个体数量与 (a) 中基本一致, 这
说明康复个体数量与参数 β 和 γ 无关. 进一步分析实验结果, λ 取不同值时, 易感者个体随时间变化曲
线并无明显变化, 其原因是人口输入速率减少, 导致易感个体在短时间减少, 从而导致感染个体在减少,
而感染个体的减少会使得易感个体的感染速率减小, 同理, α 增大 (p 减小) 会使得易感个体短时间内增
加, 导致更多易感个体转换到感染状态, 从而易感个体数量无变化. 根据实验结果, 某地区的人口输入率
的减小能够降低该地区感染人数数量, 个体康复率的升高也使得感染人数降低. 因此有关部门应采取有
效措施降低区域间的人口流动率, 加强对于疫情中高风险区域的监测与管控. 此外, 还应在医疗实施方
面积极发挥作用, 积极推广普及疫苗和完善治疗方案, 从而提升患者康复率.
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(a) 基础参数: λ = 3, α = 0.8,
β = 0.0001, γ = 0.7, p = 0.995
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(b) 设置 α = 1.6
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(f) 设置 p = 0.990

图 5 不同参数下三种状态人数随时间变化图
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为进一步展示各参数与三种状态个体数量的关系, 计算传播达到平稳后各状态个体数量的平均值.
从开始时间 tb = 3000 到结束时间 te = 4000 内观察并记录个体数量, 其平均值计算为:

E(n) =
tn

tb − te
n, (23)

其中, tn 是个体数量为 n 所持续的总时间, tb − te 为总观察时间. 个体数量的标准差计算为:

1

N

√√√√ N∑
i=1

(xi − E(x))2. (24)

表 1 理论与实验模拟对比结果: 参数 β, γ 对易感个体数

量的影响 (λ = 3, α = 0.8, p = 0.995, < k >= 5)
参数 (β, γ)

结果 (0.001, 0.7) (0.002, 0.7) (0.001, 1.4)
理论结果 140 70 280
实验结果 141 69 285
标准差 0.123 0.119 0.119
相对误差 0.7% 1.4% 1.8%

本节还计算了三种状态个体数量的理论期望

和实验期望之间相对百分比误差, 三种状态个体人
数的实验模拟结果和理论结果分别显示在表 1 至
表 3 中. 可见, 三个表中的实验模拟所得到的期望
与理论期望数值基本一致. 表 1、表 2 和表 3 中的
标准差分别小于 0.123, 0.128和 0.131,标准差均较
小, 说明三种状态的个体数量达到平稳状态后浮动
程度较小. 表 1, 表 2 和表 3 的理论结果和实验结
果的相对百分比误差的最大值分别为 1.8%, 5.6% 和 5.9%, 说明理论和实验模拟得到的结果相差较小,
进一步验证了理论模型和定理的正确性.

表 2 理论与实验模拟对比结果: 参数 λ, γ, p 对感染个体数量的影响

(β = 0.001, α = 0.8, < k >= 5)
参数 (λ, γ, p)

结果 (3, 0.7, 0.995) (1.5, 0.7, 0.995) (3, 1.4, 0.995) (3, 0.7, 0.990)
理论结果 857 429 429 429
实验结果 841 453 419 444
标准差 0.125 0.127 0.128 0.124
相对误差 1.9% 5.6% 2.3% 3.5%

表 3 理论与实验模拟对比结果: 参数 λ, α, p 对康复个体数量的影响

(β = 0.001, γ = 0.7, < k >= 5)
参数 (λ, α, p)

结果 (3, 0.8, 0.995) (1.5, 0.8, 0.995) (3, 1.6, 0.995) (3, 0.8, 0.990)
理论结果 750 375 375 375
实验结果 737 397 379 389
标准差 0.125 0.123 0.119 0.131
相对误差 1.7% 5.9% 1.1% 3.7%

3.2.2 个体数量的平稳分布

本小节将展示 S, I, R 各状态个体数量达到平稳后的分布, 并探讨不同参数对个体数量分布的影响.
图 6, 7, 8 分别展示了 S, I, R 状态的个体数量分布, 可见各状态个体数量分布均呈现出正态性.
首先, 图 6 展示 S 状态的个体数量分布. 从图 6(a), (b), (c) 可见, S 个体数量分布基本一致, 其峰

值所对应的易感个体数量差别很小, 这是由实验模拟导致, 误差在正常范围内. 因此, 可以说明易感个体
数量与 α, λ, p 无关. 由图 6(d) 可见, γ = 1.4 时的分布图比 γ = 0.7 分布图宽, γ = 0.35 时的分布图

最窄, 分布图越宽表明该组个体数量的标准差越大, 即平稳后浮动越大. 因此, γ 的增大会导致 S 个体
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图 6 各参数不同取值对易感个体数量分布 P (S) 的影响
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(d) 不同 γ 值
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图 7 各参数不同取值对感染个体数量分布 P (I) 的影响

数量平稳后浮动增大. 其次, γ = 0.35 时的分布图位于最左侧, 其峰值所对应的个体数量位于 70 左右,
γ = 1.4 时的分布图位于最右侧, 其峰值所对应的个体数量位于 300, γ = 0.7 的分布图位于其它两个分

布之间, 说明 γ 的值越大, 平稳后的易感个体个体数量越多, 与图 5 所显示结果一致. 图 6(e) 显示了 S
个体数量分布与 β 之间的关系, 可见, β 和 γ 对 S 个体数量的影响相反, 感染率 β 越大, 平稳后的易感
个体数量越少.
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图 8 各参数不同取值对康复个体数量分布 P (R) 的影响

其次, I 状态的个体数量分布如图 7 所示. 由图 7(a) 可见, α = 1.6 和 α = 0.4 的分布重叠, α = 0.8

的分布图峰值稍偏左, 但峰值所对应的感染个体数量相差很小, 是由实验模拟导致, 在正常范围内, 这表
明感染个体数量与 α 无关. 同理可见图 7(e). 由图 7(b) (c) 分别展示了不同 λ 以及 p 值下的感染个体

数量分布, 且 λ 和 p 值越大, 分布图越靠右. 说明人口输入率 λ 以及丧失免疫比例 p 的增大会导致感染

个体数量增多. 图 7(d) 展示了不同康复率 γ 值下的 I 状态个体数量分布, γ 越大, 感染人数的分布峰值
越靠左, 说明康复率 γ 的增大会导致感染个体数量减少.
最后, R 状态的个体数量分布如图 8 所示. 由图 8(a) 可见, α = 1.6 时, 分布图峰值所对应的康复个

体数量最少, α = 0.4 的分布图峰值所对应的康复个体数量最多, 说明 α 越大, 平稳后的康复个体数量
越少. 图 8(b) 和图 8(c) 的情况与图 8(a) 相反, λ 取 1.5, 3, 6 时的分布图峰值所对应的康复个体数量分
别在 250 和 500 之间, 750, 和 1500 左右, 说明人口输入率 λ 越大, 该地康复个体数量越多. p 取 0.990,
0.995, 0.997 时的分布图峰值所对应的康复个体数量分别为 400, 800, 1200. 这说明人口输出比例 1− p

越大, 该地康复个体数量越少. 图 8(d) 和 (e) 中的分布图大部分重叠, 其峰值所对应的康复个体数量差
别很小, 是由实验模拟导致, 在正常范围内, 说明康复个体数量与 γ 和 β 无关.
以上个体数量分布的分布图进一步证实了定理的正确性. 从仿真实验中得到结论: 根据个体保护度

实验, 流行病期间人们提高防护意识并采取措施保护自己, 例如新冠疫情防控中采取戴口罩或避开人群
可以减小被感染的概率. 根据基于排队系统的考虑人口流动的传播模型, 降低地方人口输入率可以减少
该地区的感染个体数量, 说明加强对地区人口流动的管控可以一定程度上抑制流行病传播. 此外, 通过
接种疫苗等方式提高康复率, 以及降低免疫失效率可以提高康复个体数量并减少感染个体数量.

3.3 案例分析

本小节将应用所提出的考虑人口流动的 SIRS 模型拟合第二波新冠疫情河南省郑州市感染人数随
时间变化的曲线. 为了控制第二波疫情, 郑州市特定地区受到限制, 人们非必要不进行流动. 根据新冠
疫情的数据集, 河南省第二波疫情始于 2020 年 7 月 31 日, 对高风险地区的限制从 8 月 3 日开始. 以 8
月 6 日至 8 月 28 日为时间窗口, 持续 23 天, 观察这一窗口内的感染人数变化情况. 实验中, 将初始时
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间设置为 0, 终止时间设置为 22.
首先对疫情实际情况进行分析: 疫苗对于第二波疫情主要病株 Delta 的平均有效率为 79% [31], 个

体从疫苗中获得的免疫力对病毒并不是终身有效的, 尤其是对变异病毒. 一旦丧失康复并再次接触感染
个体, 个体仍然有可能被感染. 这一现象对应于本文模型中个体从 R 状态到 S 状态这一过程. 因此, 设
定再次变为易感的康复个体的比例 p 为 0.21. 底层人口接触网络仍设置为小世界网络. 根据真实数据,
设置初始时刻网络中有感染个体数为 43. 对于人口输入率与输出率, 本文采用近似贝叶斯计算方法选
择 λ 和 α 的最优值. 由于高风险地区管控, 人口输入和输出速率均很小, 因此设置参数 λ 和 α 的取值

范围为 (0.001, 0.1), 即其先验分布服从 (0.001, 0.1) 的均匀分布, 之后随机从该范围内取值并重复 1000
次, 实验得到 λ和 α 的最优值分别为 0.012和 0.025. 此外, 个体感染周期为平均为 2.5天 [32], 因此设置
康复率 γ 设置为 0.4. 本小节用本文所提出的 SIRS 模型拟合时间窗口 0 至 12 内的感染个体数量, 并
对未来 10 天的感染个体数量进行预测.
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图 9 新冠疫情真实数据和理论模型对比图

真实感染人数和模型所得的结果如图 9所
示. 图中竖线之前为拟合曲线, 之后为预测部
分. 可见, 拟合曲线和预测曲线均与实际数据
走向基本一致, 均先升高, 随后波动式缓慢下
降. 竖线后部分的预测曲线比实际数据曲线略
微靠上, 分析其原因是由于现实中实际感染人
数大于或等于被记录的病例数, 而实际数据来
源于被记录病例, 因此模型所得的感染人数略
高于实际感染人数. 为进一步将实际数据与理
论结果进行比较, 引入三种相似性方法, Pear-
son 相关系数、余弦相似性和一阶时间相关系
数 (CORT) [33] 对两者相似性进行度量. 计算
得到两者的 Person相关系数为 0.9376, 余弦相似度为 0.9957, CORT值为 0.7586. Pearson相关系数和
余弦相似度较高, 但 CORT 值相比于两者较低, 原因是两组数据后期波动较大. 但其仍然达到 0.75 以
上. 说明实际数据和理论结果之间存在很强的相关关系. 通过三种相似性方法验证了理论模型所得到的
结果与实际数据相符合, 证实了模型具有较好的应用性.
本节基于复杂网络模型, 从两个层面研究个体行为对于流行病传播的影响. 在个体层面, 利用随机

变量描述流行病中具有差异性的个体保护程度, 仿真结果显示个体保护度能够降低被感染的概率, 且个
体保护度越大, 被感染的概率越小. 在群体层面, 基于开马尔可夫排队网络构建了一个考虑人口流动的
SIRS 流行病模型, 三种流行病状态被看作三个子排队系统, 个体进入排队网络即进入某个地区, 进入某
个子排队系统接受服务即处于某种流行病状态. 基于该模型, 利用随机过程的方法对各状态下个体数量
的转移概率进行分析, 并得到系统处于平稳时各状态个体数量的期望. 定理 2 展示了各个参数对各状态
个体数量的影响, 通过开展仿真实验验证了理论的正确性. 最后, 将理论模型应用于河南郑州市新冠疫
情真实数据, 并得到了较好的拟合效果.

4 结论与展望
流行病传播动力学及流行病模型一直是学术界关注的热点问题. 本文在 SIRS 模型基础上, 从个体

保护意识和人口流动两个层面对流行病传播进行了建模和分析. 通过引入个体保护度概念和构造人口
流动下的流行病传播排队系统, 本文得出了一些重要的结论和发现. 1) 增加个体保护度可以降低感染风
险, 即个体保护度越高, 感染概率越低. 这意味着在流行病期间, 个体采取适当的自我保护行为可以有
效地抑制流行病的传播; 2) 与传统模型不同的是, 本模型中各状态下的个体数量最终会在某一值上下浮
动, 而不是收敛到固定值. 该结果对于人们对流行病传播的认识具有重要意义, 揭示了流行病传播的动
态复杂性; 3) 本文将提出的流行病模型应用于河南郑州市的新冠疫情真实数据, 并获得了良好的拟合效
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果, 验证了模型的实用性和有效性; 4) 在流行病期间, 地区的人口输入率和感染者的康复率对感染个体
有重要影响. 因此, 在控制流行病发展方面, 降低人口流动强度以及加快感染者的康复速度有利于抑制
流行病的发展.
然而, 本研究还存在一些不足之处和可以改进的方面: 1) 本文通过理论推导得到了平稳状态时各个

流行病状态的人数期望值, 未来的工作可以进一步尝试解决求解各状态人数平稳分布的问题, 探索更有
效的方法来推导和计算这些分布; 2) 本文通过拟合新冠疫情数据取得了较好的拟合效果, 未来工作将进
一步验证模型在不同流行病数据集上的适用性, 并提出针对特定流行病的个性化模型; 3) 未来工作还将
考虑引入其它影响因素, 如社会行为、医疗资源分布等, 以更全面地描述流行病传播的动态过程, 并为防
控策略的制定提供更有针对性的建议.
综上, 本研究基于复杂动态网络和排队系统提出了一种包含个体保护意识和人口流动的 “易感-感

染-康复-易感 (SIRS)” 流行病传播模型, 并推导出该模型相关性质, 通过仿真实验和现实数据拟合, 显示
该模型具有良好的拟合效果和实际应用意义. 未来将继续拓展该模型研究, 期望在其他类型流行病传播
中得到验证和运用.
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